Calculo 3 descomplica

Teorema das 4 equivaléncias
Prof. Gustavo Adolfo

Resumo

Teorema: Seja F' : D C R™ — R" (n=2.3) um campo vetorial de classe C*. Se F' & conservativo,
entdo rot F' = 0. Para determinadas condigbes de D, a reciproca é verdadeira, ou seja, 1ot F=0

implica que [ é conservativo. As condigdes para D sdo as sequintes:
1) D é aberto.

2) D é conexo. O que significa que dados dois pontos quaisquer na regiao é possivel ligar estes dois
pontos por uma curva inteiramente contida em D.

3) D é "sem buracos", o que significa que qualquer regiao tomada no interior de D pertence a regiao
D.

Um conjunto que satisfaca simultaneamente os casos acima é chamado de simplesmente conexo.

oo . 222 2, . .
Seja F= (P~ Q): D CRR" yy campo de classe C' seD C R*éum conjunto simplesmente
conexo, entao as seguintes afirmacgodes sao equivalentes:
JaP B Q)
1) dy JdT em D;

dr =0,
2) jé qualquer que seja a curva fechada C em D;

Y,

dr
3) fé‘ nao depende do caminho de C em D;

)

4) F'é conservativo

F.dr
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Exemplo: Considere a curva C dada por ' ),tal quel <t < 2. Calculejg‘

onde F(,y) = (=1 sen z, 2y cos z)

v — 02 apmy o , — 9,
A curva C é simplesmente conexa. Temos que P(z,y) = —y senz e Q(x,y) = 2y cos x
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Ao fazermos as derivadas parciais temos que

or 2y sen x
L — _9ysen:
ar _ 9 ’
oy = Y Sen T
oP B OP

ou seja, Jx Y ea condigao de equivaléncia 1 é satisfeita. A validade de uma das condicoes
valida todas as outras. Pela condigao 3 de equivaléncia, a integral de linha ndo depende do caminho
tracado, dependendo apenas do pontos inicial e final. O intervalo do parametrot é 1 < ¢ < 2 que
aplicando na equagao paramétrica da curva permite obter os pontos iniciais e finais

t=1=o(1)=(1,1)
t=2=0(2) = (0,¢)

Os pontos estao mostrados no plano da Figura 1. Como a integral independe do caminho, segundo a
condigao 3 de equivaléncia, escolhemos um caminho mais simples que ligue os pontos inicial e final.
0 caminho sao os dois segmentos de reta mostrados na Figura 1. O segmento horizontal é C1 e o
vertical C2.
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Figura 1: Pontos inicial e final da curva ~

para C1:
0 1 1
f P(x,y)dr = — / —sen x dr = f senx dr = —cosl + 1
1 0 0

para C2:

/'Q(%y)dy=[ 2y dy = e* — 1
J1 «

€
1
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e aintegral de linha total é a soma das integrais em C1 e C2:
% =Fdr=—cosl+1+e2—1=¢e>—cosl
c

Outra forma de resolugao é usar a condigao de equivaléncia 4, que define que o campo é conservativo.
Buscamos entao uma fungao potencial 7 de forma que:

o~

ai = —y’sena = y’cos x + f(y) = v(x,y)
x

2l 2

ey = 2ycos x = Yy cosx + g(x) = v(z,y)

22
comparando as duas expressdes, temos que f(y) =g(x) =0 e Y(z,y) =y cos x

pelo teorema fundamental do célculo para integrais de linha

j{, Fdr = 7(0(2)) — v(o(1))

C
=v(0,e) —y(1,1) = e? —cos 1

Calculo de uma integral de linha pelo Teorema das 4 equivaléncias
I= f (kxe! + y)dx + (v + = — ky)dy .k € (R)
Seja c

Qual valor & assume para que a integral / seja independente do caminho ?

Uma vez que a integral i independe do caminho, o campo é conservativo. Como o dominio é
simplesmente conexo, essa é a condi¢cao de equivaléncia 3. Para um campo conservativo num

dominio simplesmente conexo, rot [ = (). Valem também as outras condi¢es de equivaléncia. Da
equivaléncia 1, temos que

orP _0Q

dy  Ox
Aplicando essa relagao, temos que

2ee’ + 1 = kxe? + 1 = 2xe? = kae = k =2,V € R
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I= / (2ze? + y)dx + (22e¥ + x — 2y)dy
c

Desejamos agora calcular no caminho do ponto

A(0,0) até o ponto B(1,1).

Uma vez que k=2, o campo é conservativo e pode ser resolvido encontrando uma fungao potencial

H)’("I"s 'y)_ Assim

0
8_; =2ze¥ +y = y(x,y) = 2%’ + 2y + f(y) = y(x,y)

a,
T =P a2y = y(a,y) = PP+ ay + f(y) = ()

~ o) — 2 LY g a2
comparando as duas expressoes, temos que Yz, y) =z’ +ay —y
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